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经典不变理论

它具有悠久的历史，主要问题可表述如下：

设G是一个代数群，如所有行列式为1的2 × 2 复矩阵构成的SL(2,ℂ)，作用在一个向

量空间V上。这作用诱导了G在V 上多项式生成的线性空间R(V)上的作用：

𝜎 ∙ 𝑓 𝑣 = 𝑓 𝜎−1𝑣 , 𝜎 ∈ 𝐺, 𝑣 ∈ 𝑉.



如果一个多项式f满足: 

对任意𝜎 ∈ 𝐺 ， 𝜎 ∙ 𝑓 = 𝑓 ， 我们称它为在𝐺 -作用下是不变的。

这样的f 称为不变多项式。

如果一个多项式f满足: 

这些不变多项式形成一个交换代数 𝐴 = 𝑅 𝑉 𝐺。

问题：

这个代数是否是有限生成的?

即：是否存在有限个不变多项式𝑓1, ⋯ , 𝑓𝑘, 使得它们生成的代数就是𝐴?



例 设𝐺 = ℤ2，它可作用在ℂ2如下：

𝑥, 𝑦 ⟼ −𝑥,−𝑦 ,

则𝐴由𝑥2, 𝑥𝑦, 𝑦2生成, 即𝐺-不变多项式具有形式𝑓 𝑥2, 𝑥𝑦, 𝑦2 。



在 1893 年 ， Hilbert 证

明了以下著名定理：任给

一个线性群G, 相应不变多

项式的代数A是有限生成的。

在1900年第二届世界

数学家大会上，Hilbert

提出23个著名的数学问

题，其中第14问题问左

边结论是否也对一般代

数群成立。



在上世纪50年代，日本数学家Nagata证明希

尔伯特第14问题是不成立的。

但是，Hilbert第14问题对所有可约代数群是

对的，包括经典线性群和有限群。



几何不变理论(简称GIT) 提供了代数几何中

一个构造代数群作用下商空间的方法，它是

由D. Mumford于1965年发展的。在发展过程

中，他也用到Hilbert在1893年关于经典不变

理论的文章中的一些想法 。

自从1970年, 我们发现GIT与辛几何，拓扑以及

微分几何有紧密联系。

几何不变理论



设G和 V如前。
我们用P (V) 表示V 中所有1维子空间的集合，

也称为V生成的投影空间。

任给V中的非零向量𝑣 ≠ 0 , 它生成一个子空间 [v ] ∈ P (V) 。

群G作用在P (V)。

几何不变理论的一个基本问题：

研究P (V)中G轨道组成的集合的结构，如: 是否具有代数结构？

直接处理是行不通的！



如果轨道G(v )是闭的，我们称 [v ] 

∈ P(V)稳定的，即stable。

如果0不是轨道G(v )的极限点，我

们称[v ] ∈ P (V)半稳定的，即semi-

stable。定理：
上述半稳定性等价于存在V上一

个非常数的G-不变的齐次多项

式f 使得f (v ) ≠ 0。



设P(V)ss为所有半稳定1维子空间的集合，

则我们可以有一个P(V)ss的商空间Q，

即P(V)ss中所有G-轨道的集合。

几何不变理论的一个主要结果：

Q是projective variety。



与代数流形M的关系?

By the famous Kodaira’s embedding theorem, we can embed M as a subvariety in some

complex projective space ℂPN on which the linear group G = SL (N + 1,ℂ) acts.



Using a construction of Chow, Mumford

associates a nonzero vector R M , referred as

the Chow coordinate, in a vector space V

which has an induced action by G.

M is called Chow-Mumford stable if its

Chow coordinate is stable.
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Einstein方程:

这里λ = −1, 0, 1  是Einstein常数。

Ric(g) 表示Ricci曲率，它测量由于空间弯

曲而造成的体积元与欧式空间体积元之间

的差异。

R ic(g) = λ g



一个凯勒流形M是一个具有凯勒度量ω 的复流形。

在局部全纯坐标z1, · · · , zn下，

凯勒度量ω 是一个正定Hermitian矩阵函数 𝑔𝑖 ҧ𝑗

并满足

dω = 0，

这里 𝜔 = −1σ𝑖,𝑗=1
𝑛 𝑔𝑖 ҧ𝑗𝑑𝑧𝑖 ∧ 𝑑 ҧ𝑧𝑗

我们这里关心的是Einstein方程

在凯勒流形上的解：



如果它既是凯勒又满足Einstein方程：

Ric(ω)= λω（ λ = −1,0,1），

我们称 ω 为Kahler–Einstein度量。



在50年代初, E. Calabi启动了Kahler-

Einstein 度量存在性问题的研究。

经过20多年的努力，在1976年，两个非常

重要情形获得解决，它们分别是：

• Yau when λ  = 0

• Aubin and Yau independently when λ  = −1



早已知道：
存在没有Kahler-Einstein度量的Fano流形。

因为有对Kahler-Einstein度量存在的障碍：

1. Matsushima（1957）

2. Futaki（1983）

3. Tian （1996）

当λ = 1的情形更加困难。

此时M是一个Fano流形。



1989年
一 个 Fano 曲 面 M 有

Kahler-Einstein 度 量 当

仅当Futaki不变量等于

零 。

1996年
我引进了K-稳定性并

证 明 ： 如 果 M 有

Kahler-Einstein 度 量 ，

则M必须是K-稳定的。

2012年
我率先给出其逆的一

个证明：一个K-稳定

的 Fano 流 形 M 有

Kahler-Einstein度量。



1983年, Futaki 引进了一个不变量，它是由M

上全纯向量场的李代数η(M )的一个特征 f M 。

Futaki：如果M有Kahler-Einstein 度量，则

不变量 f M 平凡。



很长时间，仅有的障碍都是由李代数η(M )来定义的。

因此有一个著名猜想：

如果一个Fano流形M没有非零全纯向量场，则它有Kahler-Einstein度量。

在1996年, 我找到一个反例，其证明用到K-稳定性。



1990年夏，赴京都国际数学家大会做邀请报

告之前，我参加一个在东京举办的卫星会议。

期间我听了S. Mukai的一个报告，他介绍一类3

维Fano流形的新构造，它们与二十面体群有关。

The main building of Ookayama Campus 

of Tokyo Institute of Technology

我当时即意识到这类流形可产生反例，但一

直不知如何证。





有 很 多 年 ， 我 都 在 尝 试 证 明

Kahler-Einstein度量与Chow-Mumford

稳定性是紧密相关的，即使我已知怎

样定义K-稳定性。



现在我们知道K-稳定性才是正确的

条件。进一步，K-稳定性的研究启

发了几何不变理论的推广。

什么是K-稳定性?



为了引进K-稳定性，我们首先需要在

奇异簇(singular variety)上定义Futaki型不变

量。

在1992年，我和丁伟岳将Futaki不变量

推广到奇异簇上。我们的构造想法类似于

Futaki光滑情形的，但分析要困难很多。我

们的构造在解决Fano情形的YTD猜想中发

挥了关键性作用。



Other generalizations of Futaki invariant:

• In 2002,  Donaldson gave an algebraic definition 

of  generalized Futaki invariant which works for 

any polarized  varieties. If M  is smooth, it 

follows from the equivariant index theorem that 

this definition coincides with the Futaki invariant.

• In 2008,  S. Paul gave another algebraic formula 

of  generalized Futaki invariant in terms of Chow 

coordinate and hyperdiscriminant.



• In 1996,  I also introduced the notion of CM 

line bundle and CM weight which is the first

Chern class of the CM line bundle over 

certain compactification of  the subgroup.

The CM weight turns out to be more useful

in algebraic geometry as Li and Xu 

manifested in 2011.



K-稳定性: By Kodaira, we can embed M⟼ ℂPN  as a subvariety.

Set G=  SL (N +  1,ℂ). For any algebraic subgroup G0 ={σ(t)}t∈ℂ∗ of G, we can 

associate a CM-weight w(G0) which is also equal to the generalized Futaki  

invariant defined by Ding-Tian or Donaldson etc..



对给定M，如果对任何 G0 ⊂ G，w(G0) ≥ 0 ，称它是K-半稳定的（K-semistable）。

如果它是K-半稳定的并且除非G0 保持M ，w(G0)>0，称它是K-稳定的。



K-稳定性与几何不变理论：

与Chow-Mumford稳定性不同，K-稳定性不在

几何不变理论的适用范围内。几何不变理论只

涉及G的一个表示，而从S. Paul 的工作看，K-

稳定性的正确设置应包含G的两个表示。这样，

K-稳定性的研究诱导了几何不变理论（GIT）

的推广，我们称之为EGIT。



Extending Geometric Invariant Theory:

Let V and W  be two representations  of G. 

Given a pair𝑣 ∈ Τ𝑉 0 and 𝑤 ∈ Τ𝑊 0   ,we say 

the pair (v, w) is semistable if

G[v, w] ∩ G[0, w] = ∅ in P (V ⊕ W) .
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If W = ℂ, w = 1 be the trivial 1-

dimensional representation of G. Then

(v, 1) is semistable if and only if 0 is not

in the closure of the orbit Gv. In other

words, v is semistable in the usual

sense of Geometric Invariant Theory.



For each M embedded in ℂP N , S. Paul

associates the hyperdiscriminant ∆ M and

the Chow coordinate R M . They lie in two

vector spaces V and W on which G acts

naturally.

K-stability fits well in the

frame of the extended GIT:



Paul showed that M being K-semistable

is equivalent to the semistability of the

pair (∆M , R M ).

In some sense, as vector bundles verses

K-theory, stability of pairs corresponds to

the GIT for the representation of G on the

difference V − W .
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